Chapitre 15

Structures algébriques
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I LOIS DE COMPOSITION INTERNE

1) Définitions

fg Définition 15.1 (loi de composition interne)
Soit E un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne (ou Ici) dans E toute application
deE x E vers E. L'image d’un couple (x, y) € E? par une telle application est en général noté sous la
forme d’une opération avec un symbole : x+y ouxx youx#* y oux.y ouxTy, ... Et on écrira (E, %)
pour dire que I'ensemble E est muni d’une Ici notée *.

sisExemples :
— L’addition et la multiplication des nombres sont des Ici dans N, dans Z, dans @, dans R, dans C mais
pas dans [—2;2] par exemple.
— Laddition et la multiplication des fonctions dans (% (A, C) sont des Ici (A étant un ensemble non vide).
En particulier I’addition et la multiplication des suites sont des Ici dans & (N, C).
— Soit E un ensemble non vide, dans & (E, E), la composition des applications (dite loi o) est une lci.

Ty

Exercice 15.1 SoitE =]-1;1[. Pourx,y €E, onposex * y = lﬁxy.

Montrer que l'on définit ainsi une Ici dansE.

fg Définition 15.2 (associativité, commutativité)
Soit (E, *) un ensemble muni d’une Ici.
 On dit que la loi est associative lorsque : Vx,y,Z€E, x * (y x 2) = (x * y) * .
* On dit que deux éléments x et y de E commutent lorsque x*y = y*x. Si tous les éléments commutent
deux a deux, non dit que la Ici est commutative.

sisExemples :
— L'addition et la multiplication des nombres dans N, Z, Q, R, C, sont associatives et commutatives.

— L'addition et la multiplication des fonctions dans % (A, C) (A étant un ensemble non vide) sont associa-
tives et commutatives.

— Dans (% (E,E),0), laloi est associative mais non commutative en général.
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— Dans (R, #) avec x * y = x — y pour tout x, y € R, la loi est une lci non commutative (2 * 3 = —1 mais
3x2=1) etnonassociative ((1*2)*3=(-1)*3=—4etl*x(2%3)=1%(-1)=2).

X+y
1+xy

Exercice 15.2 SoitE =]-1;1[. Pourx,y € E, onposex*y = . Montrer que l'opération * est associative et commutative.

2) Elément neutre

o4 Définition 15.3
Soit (E, *) un ensemble muni d’une Ici et soit e € E, on dit que e est un élément neutre pour la loi
* Jorsque Vx € E, x * e = e x x = x. Dans le cas ou I'opération est notée additivement, I'élément
neutre (s’il existe) est appelé noté en général Og (zéro de E). Dans le cas ot1 'opération est notée
multiplicativement, I'élément neutre (s’il existe) est noté en général 1y (un deE).

sisExemples :
— L'élément neutre de 'addition des nombres est 0. Celui de la multiplication des nombres est 1.
— Lélément neutre de I'addition des fonctions dans (% (A, C) est la fonction constamment nulle. Celui de
la multiplication est la fonction constante x — 1.
— Dans (% (E,E), o), idg est élément neutre.
— Dans (R, ) avec x * y = x — y il y a un élément neutre a droite qui est 0 car Vx € R, x —0 = x, maisiln'y
a pas d’élément neutre a gauche.

X+y
1+xy-”

Exercice 15.3 SoitE =]-1;1[. Pourx,y € E, on pose x*y = Montrer qu'ily a un élément neutre pour cette opération.

Remarque 15.1 - Si (E, *) possede un élément neutre, alors celui-ci est unique. En effet, si on a deux éléments
neutree ete', alorse x e = e car €' est neutre, ete x e = €' car e est neutre, d'oite = ¢€'.

ﬁ Définition 15.4
Soit (E, *) un ensemble muni d’une Ici possédant un élément neutre e. On dit que x € E est symétri-
sable lorsqu’il existe x' € E tel que x * x' = x' « x = e. Si c’est le cas, on dit que x’ est un symétrique
de x. Dans le cas ol 'opération est notée additivement, le symétrique de x est appelé opposé de x
et noté —x. Dans le cas o1 I'opération est notée multiplicativement, le symétrique de x est appelé
inverse de x et noté x™!.

s=Exemples :
- Dans (C,+), (R, +), (Q,+) et (Z, +), chaque élément possede un opposé, mais pas dans (N, +).

Dans (C*, x), (R*, x), (Q*, x), chaque élément posseéde un inverse, mais pas dans (Z*, x).

Dans (% (A, C), +) chaque fonction possede un opposé.

Dans (% (A, ©), x), seules les fonctions qui ne s’annulent jamais ont un inverse.

— Dans (#(E,E),0), un élément f de & (E,E) a un symétrique si et seulement si il existe g dans & (E, E)
telle que fo g = go f =idg, ce qui équivaut a dire que f est une bijection, auquel cas le symétrique de
f estla bijection réciproque .

©9Théoréme 15.1
Soit (E, %) un ensemble muni d’une Ici associative et possédant un élément neutre e. Si un élément x
posséde un symétrique x' dans E, alors celui-ci est unique.

Preuve : Si x’ et x” sont deux symétriques de x, alors X' = x'*e=x"* (x* x") = (X' * x) x x" = ex x" = x"". O
Exercice 15.4 SoitE =]—1;1[. Pourx,y€E, on posex* y = l)f:xyy. Montrer que chaque élément a un symétrique dansE.

Il STRUCTURE DE GROUPE

1) Définitions
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fg Définition 15.5

Un groupe est un ensemble non vide G muni d’une opération * (ou loi de composition) qui vérifie les

propriétés suivantes :

— elle doit étre interne :V x,y€ G, x * y € G.

— elle doit étre associative : ¥ x,y,z€ G, x * (Y * 2) = (X * y) * z.

— elle doit posséder un élément neutre : 3 e € G,V x € G,e * x = x * e = x. Si la loi est une addition
I'élément neutre sera noté Og et on parlera de groupe additif. Si la loi est une multiplication,
I'élément neutre sera noté 1 et on parlera de groupe multiplicatif. Dans le cas général I'élément
neutre est souvent noté eg.

— tout élément de G doit avoir un symétrique dans G : ¥V x € G,3 x' € G, x * x' = x' * x = eg. En notation
additive, le symétrique de x est appelé opposé de x et noté —x, en notation multiplicative on
l'appelle inverse de x et on le note x~ .

Lorsque toutes ces conditions sont remplies, on dit (G, *) est un groupe. Si en plus la loi * est commu-

tative (V x,y € G,x * y = y * x), alors on dit que (G, *) est un groupe abélien (ou groupe commutatif).

i Exemples :

(Z,4), @Q,+), R, +), (C,+), (Q*, x), (R*, x), (C*, x) sont des groupes abéliens.

(N, +) et (Z*, x) ne sont pas des groupes.

(#(1,C),+) est un groupe abélien pour I'addition des fonctions (ou des suites si I = N).

Si E est un ensemble non vide, on note Sg = {f: E—E | f est bijective}, alors (Sg, o) est un groupe (non
abélien en général), on I'appelle groupe des permutations de E.

¢ A retenir : Regles de calculs \
Soit (G, *) un groupe :
- Soient x, y € G, le symétrique de x * y est: (x* y) = y' x x'.
- Soient a, b € G, I'équation a * x = b admet comme unique solution dans G, x = a’ = b.
— Soient a,b,ce G, sia* b= a=*calors b= c (régularité a gauche).
S Soient a,b,c € G, si b* a=c * a alors b = ¢ (régularité a droite). )

*Exercice 15.5 Soitn > 2, dansK" (K =R ouK = C) on définit 'addition :

K10 X)) + (V1o Yu) = (X1 + Y1500, X+ V).
Montrer que (K™, +) est un groupe abélien.

2) Sous-groupes d’un groupe

o4 Définition 15.6
Soit (G,.) un groupe et H un ensemble, on dit que H est un sous-groupe de (G, .) lorsque :
HcG, H#Z9 et Vx,yeH,x.yeH,x‘1 e H.

sisExemples :

— {e} et G sont des sous-groupes de (G, .), ils sont appelés sous-groupes triviaux de (G, .).

- Si (H,.) est un groupe inclus dans un groupe (G, .) pour la méme loi, alors H est un sous-groupe de G,
car on vérifie facilement que I'élément neutre de G est forcément égal a I’élément neutre de H, ce qui
entraine pour x € H, que son symétrique dans G et son symétrique dans H sont les mémes.

- (U, x) et (Uy, x) sont des sous-groupes de (C*, x).

— Lensemble des fonctions définies sur R et 2n-périodiques est un groupe additif, car c’est un sous-
groupe de (F (R,R), +).

— Lensemble des entiers pairs est un groupe additif, car ¢’est un sous-groupe de (Z, +).

— Zlil={a+1ib| a,b e Z} est un sous-groupe de (C, +).

Remarque 15.2 - SiH est un sous-groupe de (G, .) alors (H,.) lui-méme est un groupe (de méme élément neutre
que G). Ceci est souvent utilisé dans la pratique pour montrer qu'un ensemble est un groupe pour une loi, on
essaie de montrer (quand c'est possible) que c'est un sous-groupe d’'un groupe connu pour cette méme loi.
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@Théoréme 15.2 (sous-groupes de (Z, +))
H est un sous-groupe de (Z, +) si et seulement si il existe un entier n tel que H = nZ (ensemble des
multiples entiers de n). L'entier n est unique au signe pres et si H # {0}, alors n = minH**.

Preuve : 1l est facile de vérifier que pour n € Z, nZ est un sous-groupe de Z. Si H = {0}, alors on peut prendre n =0 et
C’est le seul entier qui convienne. Si H # {0}, posons, n = minH** (n existe dans N, c’est la propriété fondamentale de
N), on a n € H, comme H est un sous-groupe de (Z, +), tout multiple de n est dans H, i.e. nZ c H. Soit k € H effectuons
la division euclidienne de k par n (n #0) : k=nqg+ravec0<r<n.Onadoncr=k—ngeH",sir#0alorsr >n
ce qui est absurde, donc r = 0 ce qui donne k = nq € nZ, finalement H = nZ. Si on a aussi H = mZ avec m € N, alors
nZ = mZ, donc n et m se divisent mutuellement dans N, donc n = m. O

@Théoréme 15.3 (sous-groupes de (R, +))
Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}, alors soit G est dense dans R, soit G est de la forme
G=o0Z aveca > 0 réel.

Preuve : Il existe x € G non nul, on a donc x et —x dans G, par conséquent G} est non vide (et minoré par 0), soit
a=infGj.

- Sia#0,alorsa > 0:supposons a ¢ G, alors on peut trouver deux éléments de G, g1 et g» telsque a < g1 < g2 <2q,
mais alors 0 < g» — g1 <« avec g2 — g1 € G} : absurde, donc a € G. On en déduit alors que aZ c G. Soit g € G et
n= [%J, alors na < g < ((n+Daetdonc 0 < g — na < a, on en déduit que g — na est nul car c’est un élément
positif de G, d’'ou G = aZ.

- Sia=0:soitxeRete>0,il existe ge Gtelque 0 < g <€, soit n = {gJ alors ng < x<ng+g < ng+e,donc
|x—ngl <eavec ng € G, donc G est dense dans R.

O

Y Exercice 15.6 Soient a,b e R*, montrer que G = aZ + bZ est un sous-groupe de (R, +) dense dans R si et seulement si %
est irrationnel. En déduire que {cos(n) | n € N} est dense dans [-1;1].

@Théoréme 15.4 (propriétés des sous-groupes)
« Soit H c (G, *) non vide, alors H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement siVx,y € H, x * y~! € H.
» Une intersection quelconque de sous-groupes de (G, *), est un sous-groupe de (G, *), mais ceci n’est
pas vrai pour la réunion.

Preuve : Le premier point est laissé en exercice.
Soit (H;) je; une famille de sous-groupes de (G, *), posons K = ﬂ H;, ce sont des parties de G donc l'intersection
€
aussi : K c G. Tous les sous-groupes H; contiennent I'élément neutrel eIde G, donc I'intersection aussi et par conséquent
K estnonvide. Si x, y € K, alors x, y sont dans tous les sous-groupes H;, donc x y‘1 aussi, par conséquent x * y‘1 est
dans 'intersection, i.e. x * y‘1 €K, K est donc un sous-groupe de (G, ).

Donnons un contre-exemple pour la réunion : 2Z U 3Z n’est pas un sous-groupe de (Z, +), car 2 et 3 sont dans la
réunion, mais pas 2 + 3 = 5, cet ensemble n’est donc pas stable pour I'addition (les autres conditions sont néanmoins
remplies).

(]

Il ANNEAUX ET CORPS

1) Anneaux

55 Définition 15.7

Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition internes : une addition et une
multiplication, qui vérifient :
— (A, +) est un groupe abélien.
— La multiplication :
¢ est associative,
¢ admet un élément neutre (noté 1).
e est distributive sur I'addition.
Si de plus la multiplication est commutative, on dit que (A, +, x) est un anneau commutatif.

iExemples :
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- (Z,+, x) est un anneau commutatif mais ce n’est pas un corps.

- (F(N,0), +, x) est un anneau commutatif.

— SiE est un ensemble non vide, I'ensemble des fonctions de E dans C muni des opérations usuelles sur
les fonctions, est un anneau commutatif, i.e. (& (E,C), +, x) est un anneau commutatif.

— Plus généralement, si (A, +, x) est un anneau et E est un ensemble non vide, alors (& (E,A), +, x) est un
anneau.

(. )

'@'A retenir : Régles de calculs dans un anneau

7

Soit (A, +, x) un anneau :

- VxeAxx0=0xx=0.

- Vx,yeA-(xxy)=(=x)xy=xx(-y).

— V x,y €A, six et y sont inversibles (pour la multiplication), alors x x y est inversible est (x x y)‘1 =
yxxL,

— SixeAetpeZalorsonnote p.x=0sip=0, p.x=x+---+x, pfoissip>0,et p.x = (—x)+---+(—x),
—p fois si p < 0. On note également x? =15, si p =0, x? = xx---xx, p foissi p >0, et x” =
x 1 x-..xx71, —pfois si p <0 et x inversible.

- V x,y€A, sixetycommutent (x x y =y x x), alors on peut utiliser la formule du biné6me, c’est a
dire:V neN,(x+y)"=Y}_, (Z)xk e = 2 (Z).x"‘k x yk.

- Six,yeAavecxxy=yxxalorsVneN*:x"—y"= (x—y)zz;éakb"‘l‘k.

*Exercice 15.7 Six € A, simplifier (1 - x) ZZ:O xket(1+x) Zl’c‘zo(—l)kxk.

@Théoréme 15.5 (groupe des inversibles)
Soit (A, +, x) un anneau, I'ensemble des inversibles de A est noté U(A), cet ensemble est un groupe
multiplicatif. (U(A), x) est appelé groupe des unités de A.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I
sisExemples :
- U(2) ={+1L
— Si A estl’anneau des suites complexes, alors U(A) est 'ensemble des suites complexes qui ne s’annulent
pas.

g Définition 15.8 (anneau integre)
Soit (A, +, x) un anneau. On dit que A est un anneau intégre lorsque le produit de deux éléments non
nuls est toujours non nul, sinon on dit que A est un anneau non integre.

Remarque 15.3 -
— Dans un anneau integre, un produit de facteurs est nul si et seulement si au moins un des facteurs est
nul.
— (Z,+, x) est un anneau integre.
— Lensemble des suites complexes est un anneau non integre.

ﬁ Définition 15.9 (sous-anneaux d’'un anneau)

Soit (A, +, x) un anneau, et soit H un ensemble, on dit que H est un sous-anneau de A lorsque :
- HcA.

— 1o €H.

-Vx,yeHx+yeH, xxyeHet-xeH.

Si c’est le cas, alors (H, +, x) est lui-méme un anneau.

sisExemple : Z[i] est un sous-anneau de (C, +, x).

©9Théoréme 15.6
| Une intersection de sous-anneaux de (A, +, x) est un sous-anneau de A.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I
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2) Corps

ﬁ Définition 15.10
Un corps est un ensemble E muni de deux opérations (ou deux lois de composition), une addition et
une multiplication. Ces deux opérations doivent vérifier les propriétés suivantes :

- (E, +, x) est un anneau.
— U(E) =E\{0}, i.e.: ¥ x € E\ {0}, x a un inverse dans E. Si de plus la multiplication est commutative,

on dit que (E, +, x) est un corps commutatif.

iExemples :
- (R, +, x),(Q,+, x), (C, +, x) sont des corps commutatifs, mais (Z, +, x) n'est pas un corps.
— Il existe des corps non commutatifs (corps des quaternions).

Remarque 15.4 -
— Un corps est toujours integre.
— Les regles de calculs sont les mémes que dans un anneau.

ﬁ Définition 15.11 (sous-corps d’'un corps)

Soit (K, +, x) un corps et soit H un ensemble, on dit que H est un sous-corps de K lorsque :
- HcK.

- 1g € H.

-Vx,yeH,x+yeH,-xeHetxxyeH.

VxeH\{0},x 'eH.

Si c’est le cas alors (H, +, x) est lui-méme un corps.

iExemples :
— @Q est un sous-corps de R qui est lui-méme un sous-corps de C.
- Qlil={a+ib/ a,be Q} est un sous-corps de (C, +, x).
- QIv2] ={a+bv2/ a,be Q} est un sous-corps de R.
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